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Sehr geehrte Kolleginnen und Kollegen,

im Schuljahr 2004/05 hatte das LISUM eine , Aufgabengruppe” eingerichtet, die in Abstimmung
mit der Fachaufsicht Musteraufgaben flr das schriftliche Zentralabitur in Mathematik entwi-
ckelt hat. Die Arbeitsergebnisse dieser Gruppe liegen lhnen hiermit vor. Sie erhalten so einen
Eindruck, wie wir uns Layout, Aufbau, Gestaltung und Formulierung von Aufgaben fir das
Zentralabitur vorstellen und wie die Erwartungshorizonte (EH) aussehen, die Sie fur die Erstel-
lung der Gutachten verwenden koénnen.

Wie Ihnen bereits bekannt ist, wird der Aufgabensatz im Grund- und im Leistungskurs aus 7
gegliederten Aufgaben gleichwertigen Umfangs und Anspruchsniveaus bestehen, von denen
jeweils drei die Bearbeitungszeit flllen. Die Aufgaben eines Sachgebiets haben unterschiedliche
inhaltliche Schwerpunkte. Die Auswahl der drei zu bearbeitenden Aufgaben erfolgt so:

1. Am Morgen des Prifungstages vor Beginn der Prifung wahlt die Lehrkraft fir die gesamte
Prafungsgruppe verbindlich eine der drei Aufgaben 1A (Analysis), 1B (Analytische Geomet-
rie) oder 1C (Stochastik) aus.

2. Die Pruflinge erhalten finf Aufgaben: die aus 1 von der Lehrkraft ausgewahlte Aufgabe
1A, 1B oder 1C und die vier Aufgaben 2A, 2B (Analysis), 3A, 3B (Analytische Geometrie)
zur eigenen Auswahl.

3. Jeder Prifling wahlt wahrend der Auswahlzeit eine der Aufgaben 2A oder 2B und eine der
Aufgaben 3A oder 3B aus. Die Bearbeitungszeit, einschlieBlich einer Auswahlzeit von 30
Minuten, betrdgt 210 Minuten fir den Grund- und 270 Minuten fur den Leistungskurs. Fir
jede Grundkursaufgabe sind im Schnitt 35 BE und 60 Minuten Bearbeitungszeit, fur jede
Leistungskursaufgabe 40 BE und 80 Minuten Bearbeitungszeit vorgesehen.

Das Zentralabitur kann im Grund- und im Leistungskursfach mit oder ohne CAS-Einsatz erfol-
gen. Die Tabelle gibt lhnen einen Uberblick, welche vorgesehenen Aufgaben durch die hier vor-
liegenden Musteraufgaben abgedeckt sind. Sie finden z. T. Beispiele gleichen Namens, mit de-
ren Hilfe Sie sehen konnen, wie Aufgaben mit demselben inhaltlichen Kern ohne bzw. mit
CAS-Einsatz gestaltet sein kdnnen.

Stochastik Analysis Analytische Geometrie
(10 (1A, 2A, 2B) (1B, 3A, 3B)
Fertighduser Tunnelquerschnitt, Dachantenne,

1S @i ©8 Schar von Exponentialfunktionen | Pyramide und Ebenen
LK mit CAS Fertighduser Tunnelquerschnitt, Dachantenne,

Schar von Exponentialfunktionen | Pyramide und Ebenen
GK ohne CAS Betriebsfeier ngarlthmu'sfunktlon, Pyramide

Eisenbahnviadukt,

: Firmenlogo, Flugbahnen,

LSS Eisenbahnviadukt, Pyramide

Die Musteraufgaben liegen bzgl. Umfang, Schwierigkeitsgrad und Komplexitat Gberwiegend an
der oberen Grenze. Wie Ublich ist die Textlange der Aufgabenstellung kein Indikator. Die Er-
wartungshorizonte sind keine Musterldsungen und enthalten i. Allg. nicht den vom Prifling
erwarteten begleitenden Text.

Mein Dank gilt den Mitgliedern der Aufgabengruppe des LISUM, die diese Aufgaben gemaR
den komplexen Vorgaben fiir das Zentralabitur vorbereitet haben.

Fir Hinweise und Rlckmeldungen zu diesen Aufgaben sowie fiir eigene Aufgabenvorschlage
von lhnen oder Ihrer Schule ware ich Ihnen sehr dankbar.
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Ubersicht Gber die Aufgaben:

Kurs Name der Aufgabe Sachgebiet : A Seite
mit | ohne

1. Pyramide * Analytische Geometrie X 4

2. Pyramide Analytische Geometrie X 8

'::% 3. Flugbahnen Analytische Geometrie X 12
é 4. Firmenlogo * Analysis X 15
T | 5. Logarithmusfunktion Analysis X 18
5 | 6. Eisenbahnviadukt * Analysis X | 21
7. Eisenbahnviadukt Analysis X 26

8. Betriebsfeier Stochastik X 31

9. Fertighduser Stochastik X 34

10. Fertighduser Stochastik X 37

< | 11. Dachantenne Analytische Geometrie X 40
.é 12. Dachantenne Analytische Geometrie X 43
§ 13. Pyramide und Ebenen Analytische Geometrie X 46
g’ 14. Pyramide und Ebenen Analytische Geometrie X 49
2| 15. Tunnelquerschnitt Analysis X 53

3

16. Tunnelquerschnitt Analysis X 57

17. Exponentialfunktionenschar Analysis X 62

18. Exponentialfunktionenschar Analysis X 65

* Im Anhang finden Sie die Derive-Skripte fiir die Erstellung der Zeichnung

Einige Konventionen:

In der analytischen Geometrie werden zur Vermeidung von Symbolhdufungen Strecken und
ihre MaBe gleich bezeichnet: AB = ‘E‘

Als Multiplikationszeichen wird auch fir das Skalarprodukt ein Punkt benutzt.

An einigen wenigen Stellen wird wegen der besseren Verstandlichkeit in der Analysis nicht
zwischen geometrischem Objekt und Funktionssymbol unterschieden: Z. B. Tangente t, aber
auch Tangentenfunktion t.

Fir Parameter werden sowohl griechische (A, p, v ...) als auch lateinische Buchstaben
(@, k, r, s, t, u..) verwendet.

Auf den Aufgabenbdgen sind Kontrollergebnisse zur Unterscheidung von Arbeitsanweisun-
gen kursiv gesetzt; in den Erwartungshorizonten sind Bemerkungen, die nicht direkt zu den
erwarteten Teilleistungen gehéren, kursiv gesetzt.

Mit freundlichen GriBen

Im Auftrag

Chr. Bansch
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Grundkurs Mathematik ohne CAS - Analytische Geometrie - 35 BE, ca. 60 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre VVorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitét der textlichen Begleitung wird mitbewertet.

1. Pyramide

In einem dreidimensionalen, kartesischen Koordinatensystem sind die drei Punkte

-1 5
A(1]1]2), B(3|3|1) und C(0]4|5) sowie die Gerade g: x=| 2 |+r:| =3 | re® gegeben.
13 -17

a) Die Punkte A, B und C bilden ein Dreieck.
Weisen Sie nach, dass dieses Dreieck gleichschenklig ist.
Berechnen Sie die GroRe der Innenwinkel und den Flacheninhalt des Dreiecks.

b) Die Punkte A, B und C sind in einer Ebene E enthalten.
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von E.
(Mogliche Losung zur Kontrolle Ihrer Rechnung: E: x—y +z =1)

c) Der Punkt S(6|-2|8) ist die Spitze einer Pyramide mit der Grundflache ABC.
Stellen Sie die Pyramide und die Gerade g graphisch dar. Benutzen Sie daflr das
beigefugte Koordinatensystem.

Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide.

d) Untersuchen Sie, ob g die Kante AS der Pyramide schneidet.

e) Fur jedest € R ist eine Ebene E;: t-x + (t — 2)y + z = 1 gegeben.
Ermitteln Sie eine Gleichung der Schnittgeraden der Ebenen E; und E..
Berechnen Sie den Wert von t, fur den E; parallel zu g ist.
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Grundkurs Mathematik ohne CAS - Analytische Geometrie - 35 BE, ca. 60 Min.

1. Pyramide
Koordinatensystem fur Aufgabeteil c)
jd
1
‘0 -
‘ -
‘ E
¢ ¢ 4 + ¢ Ly
1 ¥ Y
1

A0
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GK Mathematik ohne CAS - Analytische Geometrie - 1. Pyramide - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:
1. Bezugskurs: ma-3

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte:
Lagebeziehungen zwischen Gerade und Ebene, Ebenengleichungen, Anwendung des
Skalarprodukts, Winkel- und Abstandsberechnungen.

3. Bemerkung: Es handelt sich um eine traditionelle Prifungsaufgabe.

} ) BE in AFB Erbrachte Leistun
Aufga Erwartete Leistung g

benteil I | 1l|1l|BE Begutachtung

a) | Nachweis, dass das Dreieck ABC
gleichschenklig ist, z. B. Gber zwei
gleich lange Schenkel.

Lénge der Dreiecksseiten:

| AB|=2-/2,| AC|=+/26,|BC|=4/26 | 3

Berechnung der Innenwinkelgréfien:

v ~ 32,2°. Daraus folgt wegen der
Gleichschenkligkeit: oo = = 73,9°. 4

Flacheninhalt des Dreiecks ABC,

z. B. Mittelpunkt D der Strecke AB:
D(2]2|1), Fl&cheninhalt

A=%-E-E:4-\/§. 4

b) |Z. B. Eliminieren der Parameter s und t
im System der Koordinaten-
gleichungen von E:

X 1 2 -1
yl=[1|+s:|2|+t-]3

z 1 0 4

Ansatz:

Eine Gleichung der Ebene E in
Koordinatenform lautetx -y +z=1. | 4

Cc z
) 5

¥

Zwischensumme |15 4 | O
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GK Mathematik ohne CAS - Analytische Geometrie - 1. Pyramide - Erwartungshorizont

Ubertrag | 15| 4 | 0 Begutachtung

noch | Volumen der Pyramide z. B. durch
c) |Berechnung des Abstandes zwischen S
und E mithilfe der Abstandsformel

(s - a)- N,
Bestimmung eines Normaleneinheits-

1
vektors nj—i 1|

_*@1

d=

Man erhélt fur die Hohe: h = 5-\/5

Durch Einsetzen in die VVolumenformel
erhalt man V = 20 VE. 5

d) | Geeignete Untersuchung, Ergebnis:
Die Gerade g schneidet die Gerade
durch A und S nicht, also auch nicht

die Kante AS. 4
e) | Berechnung der Schnittgeraden von E;
0 1
und E,. Ergebnis 9s: x —| o |+ wl —1
1 -2 4

Dafiir missen der Richtungsvektor von
g und der Normalenvektor von E; or-
thogonal zueinander sein, d. h. ihr
Skalarprodukt muss gleich 0 sein.

Normalenvektor von E;: o= :_2
1
5
Richtungsvektor von g: ,-| _3
-17

Der Ansatz n_; m= O liefertt=5,5.
Furt=5,5 ist E; parallel zu g.

Summe | 15|17

mdogliche BE 35 erreichte BE:
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Grundkurs Mathematik mit CAS - Analytische Geometrie - 35 BE, ca. 60 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre VVorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitat der textlichen Begleitung wird mitbewertet. Notieren
Sie Ihre Ansétze, Losungswege und Ergebnisse in der in der Mathematik tblichen Form und

nicht in der CAS-Eingabeform.

2. Pyramide

In einem dreidimensionalen, kartesischen Koordinatensystem sind die drei Punkte

-1 5

A(1]1]1), B(3|3|1) und C(0]4|5) sowie die Gerade g: x=| 2 |+r:| =3 | re® gegeben.

a)

b)

13 -17

Die Punkte A, B und C bilden ein Dreieck.
Weisen Sie nach, dass dieses Dreieck gleichschenklig ist.
Berechnen Sie die GroRe der Innenwinkel und den Flacheninhalt des Dreiecks.

Die Punkte A, B und C sind in einer Ebene E enthalten.
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung von E.
(Mdogliche Losung zur Kontrolle Ihrer Rechnung: E: x—y +z =1)

Der Punkt S(6]-2|8) ist die Spitze einer Pyramide mit der Grundflache ABC.
Stellen Sie die Pyramide und die Gerade g graphisch dar. Benutzen Sie dafir das
beigefligte Koordinatensystem.

Bestimmen Sie das VVolumen der Pyramide.

Untersuchen Sie, ob g die Kante AS der Pyramide schneidet.

Fur jedest € R ist eine Ebene E;: t-x + (t — 2)y + z = 1 gegeben.
- Berechnen Sie den Wert von t, flr den E; parallel zu g ist.

0 1
- Zeigen Sie, dass alle Ebenen E; die Gerade h: Xx=|0]+w -1|, we®R gemeinsam
1 -2

haben.
- Geben Sie eine Gleichung derjenigen Scharebene an, die senkrecht auf Es s steht.



Fachbrief Mathematik Musteraufgaben fur das Zentralabitur 18.08.2005, S. 9 von 9

Grundkurs Mathematik mit CAS - Analytische Geometrie - 35 BE, ca. 60 Min.

2. Pyramide
Koordinatensystem fir Aufgabeteil ¢)
A
‘o -
L
£+
‘ o
+ $ 3 ¢ + \ aan o
1 ¥ Y
1
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GK Mathematik mit CAS - Analytische Geometrie - 2. Pyramide - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:

1. Bezugskurs: ma-3

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte:

Lagebeziehungen zwischen Gerade und Ebene, Ebenengleichungen, Anwendung des
Skalarprodukts, Winkel- und Abstandsberechnungen.

Bemerkung: Es handelt sich um eine traditionelle Prifungsaufgabe. Das Hilfsmittel CAS hat

kaum Einfluss auf die Aufgabenstellung und den Schwierigkeitsgrad, aber auf die BE-Verteilung.
Die besonderen Mdglichkeiten eines CAS sind in dieser Aufgabe nicht intensiv nutzbar.

Aufga-
benteil

Erwartete Leistung

BE in AFB

Erbrachte Leistung

BE

Begutachtung

a)

Nachweis, dass das Dreieck ABC
gleichschenklig ist, z. B. Uber zwei
gleich lange Schenkel.

Lange der Dreiecksseiten:

AB=2-4/2, AC=+/26, BC=./26

Berechnung der Innenwinkelgréien:

COs y = ACEC.

Y ‘ACH BC‘
v ~ 32,2°. Daraus folgt wegen der
Gleichschenkligkeit: oo = f =~ 73,9°.

Bestimmung z. B. des Mittelpunkts D
der Strecke AB zu D(2|2|1), Flachen-
inhalt A=%-AB-CD = 4.3 .

b)

Z. B. Eliminieren der Parameter s und t
im System der Koordinatengleichun-
gen von E:

X 1 2 -1
yl=[1|+s:|2|+t-]3
z 1 0 4

Eine Gleichung der Ebene E in
Koordinatenform lautet x —y +z = 1.

Ansatz:

z
=

¥

Zwischensumme

13
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GK Mathematik mit CAS - Analytische Geometrie - 2. Pyramide - Erwartungshorizont

Ubertrag |13 3 | 0 Begutachtung

noch | Berechnung des Abstandes zwischen S
¢) |und E z. B. mithilfe der Abstandsfor-

mel d = (g — 5) n_(; .Bestimmung eines
1
Normaleneinheitsvektors gl 1 -
C=—| -
\/5 1
Man erhélt d = hpy, = 5 \/g .
Daraus folgt V=20 VE. 5

d) | Geeignete Untersuchung, Ergebnis:
Die Gerade g schneidet die Gerade
durch A und S nicht, also auch nicht
die Kante AS. 3

e) | Der Richtungsvektor von g und der
Normalenvektor von E; miissen ortho-
gonal zueinander sein, d. h. ihr Ska-
larprodukt muss gleich 0 sein.

t
Normalenvektor von E;: —
n =|t-2
1

5
Richtungsvektor von g: ;| _3

-17

Der Ansatz n_; m= 0 liefertt=35,5.
Fiir t = 5,5 ist E; parallel zu g. 3

Entweder man untersucht den Schnitt
zweier verschiedener Ebenen E;; und
Ey,, erhélt von t unabhingig: y = -x und
z =-2x + 1 und stellt damit die vorge-
gebene Geradengleichung auf oder
man weist durch Einsetzen nach, dass
h in allen Ebenen E, enthalten ist. 4

Die beiden Normalenvektoren miissen
senkrecht aufeinander stehen. Die
Orthogonalitdtsbedingung fiihrt auf die
Gleichung 5,5t + 3,5(t- 2) + 1 = 0 mit

der Losung: t = 2,
3
Es ergibt sich daraus z. B. die Koordi-

natenform E, :gx—ierZ =1.
3 3 4

Summe [ 13|19 3

mogliche BE 35 erreichte BE:
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Grundkurs Mathematik mit CAS - Analytische Geometrie - 35 BE, ca. 60 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre Vorgehensweise und kommen-
tieren Sie Thre Losungen. Die Qualitédt der textlichen Begleitung wird mitbewertet. Notieren
Sie Thre Ansétze, Losungswege und Ergebnisse in der in der Mathematik iiblichen Form und
nicht in der CAS-Eingabeform.

3. Flugbahnen

Zwei Flugzeuge fliegen mit gleich bleibender Geschwindigkeit auf einem geraden Kurs. Die
erste Maschine, ein Passagierflugzeug, befindet sich zum Zeitpunkt t = 0 min in A(60|360|8)
und zum Zeitpunkt t = 6 min in B(144|312|8,4). Das zweite Flugzeug, ein Transportflugzeug,
befindet sich zum Zeitpunkt t = 0 min in C(120/0|12) und bei t = 6 min in D(192|24|11,6).
(Koordinatenangaben in km, Zeitangaben in Minuten)

a) Ermitteln Sie die Geschwindigkeiten der beiden Flugzeuge in kTm

b) Weisen Sie rechnerisch nach, dass sich die beiden Flugzeuge auf Kollisionskurs befinden.
Ermitteln Sie die Flughodhe, in der die Kollision stattfinden wiirde.

¢) Ermitteln Sie die GroBe des Winkels, in dem beide Flugzeuge aufeinander treffen wiirden.

d) Das Antikollisionssystem warnt die beiden Piloten vor der Gefahr des Zusammenstofes.
Zum Zeitpunkt t = 6 min korrigieren beide Flugzeuge ihren Kurs. Das Passagierflugzeug

336
fliegt den Kurs mit dem Richtungsvektor ﬁ =| —172 | und das Transportflugzeug den
-0,4
288
Kurs mit dem Richtungsvektor E =| 76 |. Weisen Sie rechnerisch nach, dass es zu
0,4

keiner Kollision kommt.

¢) Damit zwei Flugzeuge in einem sicheren Abstand aneinander vorbeifliegen, muss ein
Mindestabstand von 10.000 feet (3048 m) eingehalten werden. Uberpriifen Sie rechne-
risch, ob die beiden Flugbahnen diesen Mindestabstand besitzen.
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GK Mathematik mit CAS - Analytische Geometrie - 3. Flugbahnen - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen Vorgaben:

1. Bezugskurs: ma-3

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte:

Réumliche Vorstellung, Geradengleichung, Skalarprodukt und Anwendungen, Losungen von
Gleichungssystemen.

3. Bemerkung: Es handelt sich um keine traditionelle Priifungsaufgabe, ohne CAS wére der Rechen-
aufwand zu hoch.

Aufga-
benteil

Erwartete Leistung

BE in AFB

Erbrachte Leistung

I

II

I

BE

Begutachtung

a)

Berechnung der Abstinde AB und CD
als Wegstrecken s fiir 6 min.

6 min = € h, V:E liefert:
10 t

Vp 967,540 ; v, ~ 759,040

b)

Bei Kollisionskurs schneiden sich die
Flugbahnen.

Aufstellen der Geradengleichungen fiir
die Flugbahnen, z. B.:

60 84
g, :x=a-+r(b—a)=|360 |+r| —48
8 0,4

120 72

gT:;<=E+s(a—E)= 0 |[+s| 24
12) |-04

Priifung der Existenz eines Schnitt-
punktes durch Gleichsetzen der rechten
Seiten der Geradengleichungen.
Bestimmung der Parameter: r=s = 5.

(Bei diesem Weg folgt aus r = s die
tatsachliche Kollisionsgefahr, sonst
waren vp und vy zu bericksichtigen.)

Einsetzen in eine Geradengleichung
liefert S(480|120|10) und damit die
Kollisionshohe von 10 km.

Zwischensumme

11
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GK Mathematik mit CAS - Analytische Geometrie - 3. Flugbahnen - Erwartungshorizont

Ubertrag |11 5| 0 Begutachtung

¢) |Berechnung des Kollisionswinkels aus
den Richtungsvektoren:

cosa = 2.
s
Der Kollisionswinkel betragt o =~ 48°. 3

d) | Uberpriifen, dass die beiden neuen
Geraden windschief zueinander liegen
durch Gleichsetzen der rechten Seiten
der gednderten Geradengleichungen.

Das entstehende Gleichungssystem
besitzt keine Losung. 6

e) |Bestimmung des Abstandes wind-
schiefer Geraden:

- Bestimmung eines gemeinsamen
Normalenvektors, Normierung. 5

- Berechnung des Abstands mit der
Abstandsformel.

Ergebnis: Der minimal mogliche
Abstand der beiden neuen Flugbahnen
betragt ca. 4,1 km. Somit wird der
Mindestabstand eingehalten. 5

Summe [ 1718 O

mogliche BE 35 erreichte BE:
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Grundkurs Mathematik mit CAS - Analysis - 35 BE, ca. 60 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre Vorgehensweise und kommen-
tieren Sie Thre Losungen. Die Qualitédt der textlichen Begleitung wird mitbewertet. Notieren
Sie Thre Ansétze, Losungswege und Ergebnisse in der in der Mathematik iiblichen Form und
nicht in der CAS-Eingabeform.

4. Firmenlogo

Eine Firma, die vegetarische Fitness-Lebensmittel herstellt, hat bei einem Designer die Ent-
wicklung eines Firmenlogos bestellt. Es soll wie ein stilisiertes Blatt aussehen. Das Logo soll
nicht nur gedruckt, sondern auch zu Werbezwecken auf Kiichenhandtiicher gestickt werden.
Fiir diese maschinelle Verarbeitung muss das Logo von Funktionsgraphen berandet sein. Um
die Kosten fiir die Stickerei kalkulieren zu kdnnen, benétigt die Firma u. a. den Flacheninhalt
des Logos.

Der Designer formt das Logo mithilfe der Funktionen f und g mit den Gleichungen
f(x) =In(3 + x) — In(3 — x) und g(x) = (x —2)* + 3.
Das Logo ist die Flidche, die von den Graphen der Funktionen f und g eingeschlossen wird.

a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion f.
b) Untersuchen Sie die Funktion f auf Symmetrie, Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte.
¢) Zeichnen Sie das Logo in ein Koordinatensystem und berechnen Sie seinen Flacheninhalt.

d) Berechnen Sie, an welcher Stelle die Differenz der Funktionswerte im Bereich des Logos
maximal ist. (Die Uberpriifung einer hinreichenden Bedingung fiir ein Maximum kann
entfallen.)

e) An der Stelle x = 2 soll eine Tangente an den unteren Rand des Logos gelegt werden.
Beschreiben Sie ein Verfahren (keine Rechnung erforderlich!), mit dem man ihre
Gleichung ermitteln kann.

f) Dem Auftraggeber gefillt das Logo, er mochte es aber seitenverkehrt verwenden. Geben
Sie die Gleichungen zweier Funktionen * und g* an, die das Logo seitenverkehrt, erzeu-
gen. Begriinden Sie Thren Losungsweg.
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GK Mathematik mit CAS - Analysis - 4. Firmenlogo - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen Vorgaben

1. Bezugskurs: ma-2

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte:
Untersuchung einer Logarithmusfunktion, Extremwertaufgabe

3. Bemerkung: Die Aufgabe beinhaltet traditionelle Elemente einer Kurvendiskussion mit Anwen-
dungsbezug bei der Zeichnung der Funktionsgraphen, der Flichenberechnung und der Spiegelung
der Funktionen. Die Aufgabenteile ¢ und d sind ohne CAS nicht 16sbar.

Aufga-
benteil

Erwartete Leistung

BE in AFB

Erbrachte Leistung

I

II

I

BE

Begutachtung

a)

Definitionsbereich: x > -3 und x < +3,
alsoD¢=1-3;3[

b)

Es gilt f(x) = -f(-x), also ist G¢ punkt-
symmetrisch zum Ursprung.

xy = 0 ist die einzige Nullstelle von f.

Extrempunkte: f'(x)= (x_3;(6x+3)

Notwendige Bedingung: f'(x) =0

f*(x) besitzt keine Nullstelle, also hat f
keine relativen Extrema.

12X
(X=3)>(x+3)?
Die notwendige Bedingung: f*“(x) =0
fiihrt auf x = 0.

Wendepunkte: f (X) =

Hinreichende Bedingung, z. B.
f“(x) =0und f*““(x) # 0.

_36(x%43)
f"'(x) T (x=3)(x+3)}

f*<¢(0) = 2;47 > 0. Also liegt ein

Wendepunkt vor: W(0/0)

Zwischensumme

14
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Ubertrag

14

Begutachtung

i Z

Berechnung der Schnittstellen:
f(xs) = g(xs)
Xs1 ~ 2,8389, Xg = 0,6295,

Eine (evtl. vom CAS angegebene)
Schnittstelle xg3 = -3 liegt nicht in Dy.

Flachenberechnung:
A= I(g(X)— f(x))dx ~ 2,5859

Xs2

d)

Untersuchung der Differenzfunktion d
mit d(x) = g(x) — f(x).

d‘(x) = 3x*—12x + 12+ Wﬁxﬁ)

Notwendige Bedingung: d‘(xg) =0
Xg1 ~ 1,4603, Xmp = -2,9866
Als Losung kommt nur xg; in Frage,

denn xg, liegt nicht zwischen den
Schnittstellen.

Fiir xg; = 1,4603 ist der Abstand zwi-
schen den Funktionsgraphen maximal.

Bestimme die Steigung m = £°(2) und
den Funktionswert f(2).

Setze x =2, m und f(2) in die ange-
setzte Geradengleichung t(x) = mx + n
ein und ermittle n.

Am einfachsten durch Spiegelung an
der y-Achse:

Statt f wihle £* mit £*(x) = f(-x)
Statt g wihle g* mit g* = -(x+2)’ + 3

Summe

14

18

mogliche BE

35

erreichte BE:
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Grundkurs Mathematik ohne CAS - Analysis - 35 BE, ca. 60 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre Vorgehensweise und kommen-
tieren Sie Ihre Losungen. Die Qualitét der textlichen Begleitung wird mitbewertet.

5. Logarithmusfunktion

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = In(3 + x) — In(3 — x), x € R.

a)
b)

d)

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich von f.

- Weisen Sie nach: Der Graph von fist punktsymmetrisch zum Ursprung.
- Untersuchen Sie f auf Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte.

Bei Wendepunkten geniigt die Untersuchung der notwendigen Bedingung.

(zur Kontrolle Ihrer Rechnung:  f''(X) =ﬁ)

Gegeben ist eine weitere Funktion g mit g(x) = In(3 — x).

- Zeichnen Sie die Graphen von f und g in ein Koordinatensystem.

- Die Graphen von fund g besitzen einen Schnittpunkt.
Berechnen Sie seine Koordinaten.

Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt (1] f(1)).
(Zur Kontrolle Ihrer Rechnung: t(x) = % X+In(2)— %)

Bestimmen Sie die Gleichung einer Geraden h, die zu dieser Tangente senkrecht verlduft
und mit den beiden Koordinatenachsen ein Dreieck mit dem Inhalt 6 FE einschlieft.

Ergénzen Sie Ihre Zeichnung um die Graphen von t und h.
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Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen Vorgaben:

1. Bezugskurs: ma-2

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte: Untersuchung einer Logarithmusfunktion

3. Bemerkung: Es handelt sich um eine traditionelle, innermathematische Aufgabe.

Aufga-
benteil

Erwartete Leistung

BE in AFB

Erbrachte Leistung

I

II

I1I

BE

Begutachtung

a)

Definitionsbereich: D;=1-3; 3 [

2

b)

Nachweis der Punktsymmetrie von
Gy tiber f(x) = -f(-x).

Nullstellen: f(x) = 0 liefert xy = 0 als
einzige Nullstelle von f.

' —__6
Extrempunkte: f (X) T o y?

Notwendige Bedingung: f'(x) =0

f*(x) besitzt keine Nullstelle, es gibt
also keine Extrempunkte.

" —_12x
Wendepunkte: f (X) T (9-x3)?

Notwendige Bedingung: f*‘(x) =0
xw = 0, f(0) =0, W(0|0)

Zeichnung von Gy und G,.
(s. komplette Zeichnung bei Teil f)

Berechnung der Schnittstellen:
Der Ansatz f(xs) = g(Xs) fiihrt auf
x52—7xs+6=0.

Losungen xg; = 1, X5 =6 ¢ Dr.
Einsetzen liefert S(1|In(2)).

d)

Z. B. liber den Ansatz t(x) = mx + n.
3

m=f‘(1)=75%,f(1)=In2)

t(1)= % + n = In(2), daraus folgt:

() =3x+In@2)- 3.

Zwischensumme

10
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Ubertrag

10

18

Begutachtung

Steigung der Normalen:
1 4

m IR
" om, 3
Parameterabhéngiger Ansatz zur
Beriicksichtigung der Fliche:
n(x)= —3X+k
Nullstelle von n: =4 xy+k=0=
3k
XNT 4
Avresr=— = k=6 =k , = +4
D k 2 4 1,2

Zwei Losungen: h;5(x) = -%x +4

(Die Angabe einer Losung genugt.)

Ergénzung der Zeichnung aus c)

Komplette Zeichnung:

vT°
Gh 1l

L
/

T Gt
Gg

4

SR
/ 3
/ ,

(1 BE kann hier auch gegeben wer-
den, wenn Gh ohne korrektes Er-
gebnis aus e) qualitativ richtig ein-
gefligt wurde.)

Summe

12

18

mogliche BE

35

erreichte BE:
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Grundkurs Mathematik ohne CAS - Analysis - 35 BE, ca. 60 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre VVorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitét der textlichen Begleitung wird mitbewertet.

6. Eisenbahnviadukt

TR

Die Zeichnung stellt einen Eisenbahnviadukt dar, dessen mittlerer Bogen weggebrochen ist.
Die Lage des Koordinatensystems ist dabei so gewahlt, dass die y-Achse Symmetrieachse fur
den weggebrochenen Bogen ist und die x-Achse in Hohe der Oberkante des Sockels verlauft.

Alle Bdgen haben eine Weite von 24 m und vom Sockel aus gemessen eine Hohe von 16 m.
Der Fahrweg auf dem Viadukt ist 8 m breit An der obersten Stelle des Bogens ist der Viadukt
bis zum Fahrweg noch 3 m dick.

Die Baufirma, die den Bauschutt des weggebrochenen Bogens entsorgen will, benétigt fur
ihren Kostenvoranschlag Informationen tber die Menge dieses Bauschutts. Der fehlende Bo-

gen kann durch eine Funktion h des Typs h(x) = + 25 mathematisch beschrieben wer-

2

den.
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Grundkurs Mathematik ohne CAS - Analysis - 35 BE, ca. 60 Min.

b)

d)

6. Eisenbahnviadukt

Bestimmen Sie die Konstanten a und k aus den gegebenen Abmessungen des Viaduktes,
geben Sie die Funktionsgleichung, den maximalen Definitionsbereich D, und den auf

die Darstellung des Bogens beschrankten Definitionsbereich D, von h an.

(Zur Kontrolle Ihrer Rechnung: a = 225, k = 2025)

Begrunden Sie mdglichst ohne zusatzliche Rechnungen, dass h keine weiteren Nullstellen
aufler 12 und -12 besitzen kann. Zeigen Sie, dass der Graph von h auller H(0|16) keinen

weiteren relativen Extrempunkt besitzen kann.
Ergénzen Sie den mdglichen Verlauf des Graphen von h fiir ein sinnvolles Intervall von
D, in dem beigefugten Koordinatensystem.

Durch H (x) I s
4 +15

(Ein Nachweis ist nicht erforderlich).
Bestimmen Sie zunéchst die Flache unter einem Bogen des Viadukts ab Sockelhéhe auf-
warts. Berechnen Sie anschlieBend die sichtbare Seitenfldche eines Bogens.

(Zur Kontrolle Ihrer Rechnung: A, = 270-In(3) -144 ~153 in m?)

2
j + 25x ist eine Stammfunktion fir h gegeben

Berechnen Sie das Volumen des Bauschutts und seine Masse.
(Klinkersteine besitzen eine Masse von ca. 2 Tonnen pro Kubikmeter. Gehen Sie - etwas
unrealistisch - davon aus, dass die Briicke massiv ohne Hohlraume gebaut wurde.)

Untersuchen Sie, welche Bedingung die beiden Parameter k und a erfiillen missen, damit
h zwei Nullstellen, eine bzw. keine Nullstelle besitzt.
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6. Eisenbahnviadukt

Koordinatensystem fur Aufgabenteil b)

oA
+4a
+3@

waagerechte Lsymptote y=245

: : : l2@ :
+1@

x

48 -39 20 | -1P 18 | 28 30 40
-1@

Pal

x=-15

Pal

=15
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GK Mathematik ohne CAS - Analysis - 6. Eisenbahnviadukt - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:
1. Bezugskurse: ma-1, ma-2 und ma-4

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte:
Rekonstruktion, Extremalprobleme, Modellieren und Ldsen von Sachproblemen mit komplexen
funktionalen Zusammenhangen.

3. Bemerkung:
Es handelt sich um keine traditionelle Prifungsaufgabe. Es wird einerseits Modellierung erwartet,
andererseits kénnen auch Priflinge, die diese Leistung nicht erbringen, aufgrund des Aufbaus der
Aufgabe diese auch bearbeiten.

; ] BE in AFB Erbrachte Leistun
Aufga Erwartete Leistung g

benteil I | 1| 1|BE Begutachtung

a) | Verwenden der zwei Bedingungen
h(0) = 16 und h(12) = 0 zum Auf-

stellen eines Gleichungssystems 4
Losen des Gleichungssystems und
Angabe von h(x) = —22025 +25

X —225 5
Dimax = R\ {-15;15} 2
Duiaaua = [_12 ;12] 1

b) | Feststellen, dass h(x) = 0 auf eine
guadratische Gleichung fiihrt, so dass

maximal zwei Lésungen existieren. 3
Berechnung von h'(x) = _ﬂ
(x2-225)°

mit Begrundung dafur, dass es keine
weiteren Extrempunkte geben kann,
weil die notwendige Bedingung

h’(x) = 0 nur die Lésung null besitzt. 4

Skizze des Graphen ohne Widerspruch
zu den bekannten Eigenschaften von h
in das Koordinatensystem

by
L

48

38

wasgerechte Asyragltote y=2

A

48 -38 -28 18 18] 28 3\ 4
18 . .
Poljx=-15 Ppl x=15
. -208 4

Zwischensumme| 7 | 16| O
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Ubertrag

7116

Begutachtung

Ansatz unter Nutzung der Symmetrie

12
A=2. J.h(x)dx und Berechnung von
0

A=600-270-In3~303

d)

Ay =24-(16+3) —(600—-270-In3)
bzw. A, =153 (m?)

V ~153-8=1224 (m3)

m~1224 -2 = 2448 (Tonnen)

e)

- Keine Losung fiir k = 0 sowie fir
k > 25a

- eine Losung fur k = 25a
- zwei Losungen fir k < 25a

Summe

12

19

mdgliche BE

35

erreichte BE:
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Grundkurs Mathematik mit CAS - Analysis - 35 BE, ca. 60 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre VVorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitat der textlichen Begleitung wird mitbewertet. Notieren
Sie Ihre Ansatze, Losungswege und Ergebnisse in der in der Mathematik tblichen Form und
nicht in der CAS-Eingabeform.

7. Eisenbahnviadukt

Die Zeichnung stellt einen Eisenbahnviadukt dar, dessen mittlerer Bogen weggebrochen ist.
Die Lage des Koordinatensystems ist dabei so gewéhlt, dass die y-Achse Symmetrieachse flr
den weggebrochenen Bogen ist und die x-Achse in Hohe der Oberkante des Sockels verlauft.

Alle Bbgen haben eine Weite von 24 m und vom Sockel aus gemessen eine Hohe von 16 m.
Der Fahrweg auf dem Viadukt ist 8 m breit An der obersten Stelle des Bogens ist der Viadukt
bis zum Fahrweg noch 3 m dick.

Die Baufirma, die den Bauschutt des weggebrochenen Bogens entsorgen will, benétigt fur
ihren Kostenvoranschlag Informationen tber die Menge dieses Bauschutts. Der fehlende Bo-

gen kann durch eine Funktion h des Typs h(x) = + 25 mathematisch beschrieben wer-

2

den. Die Lage des Koordinatensystems ist dabei so gewahlt, dass die y-Achse Symmetrieach-
se fur den Bogen ist und die x-Achse in Hohe der Oberkante des Sockels verlauft.
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Grundkurs Mathematik mit CAS - Analysis - 35 BE, ca. 60 Min.

b)

d)

7. Eisenbahnviadukt

Bestimmen Sie die Konstanten a und k aus den gegebenen Abmessungen des Viaduktes,
geben Sie die Funktionsgleichung, den maximalen Definitionsbereich D, und den auf

die Darstellung des Bogens beschrankten Definitionsbereich D, von h an.
(Zur Kontrolle Ihrer Rechnung: a = 225, k = 2025)

Begriinden Sie ohne zusétzliche Rechnungen, dass h keine weiteren Nullstellen auler 12
und -12 besitzen kann. Begriinden Sie, dass der Graph von h keinen weiteren relativen Ex-
trempunkt aulRer H(0|16) und keine Wendepunkte besitzen kann. Zeichnen Sie den Ver-
lauf des Graphen von h fiir ein sinnvolles Intervall von Dnax einschliel3lich aller Asympto-
ten in das beigefligte Koordinatensystem.

Bestimmen Sie die Flache unter einem Viaduktbogen ab Sockelhthe aufwarts.
Berechnen Sie die sichtbare Seitenflache eines Bogens.

(Zur Kontrolle Ihrer Rechnung: A, =270-In3-144 ~153 in m?)

Berechnen Sie das Volumen des Bauschutts und seine Masse.
(Klinkersteine besitzen eine Masse von ca. 2 Tonnen pro Kubikmeter. Gehen Sie - etwas
unrealistisch - davon aus, dass die Briicke massiv ohne Hohlrdume gebaut wurde.)

Die von Ihnen ermittelte Funktion h besitzt genau die zwei Nullstellen 12 und -12.
Untersuchen Sie, welche Bedingung die beiden Parameter k und a erfiillen miissen, damit
die Funktion h zwei Nullstellen, eine bzw. keine Nullstelle besitzt.
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Grundkurs Mathematik mit CAS - Analysis - 35 BE, ca. 60 Min.

7. Eisenbahnviadukt

Koordinatensystem fur Aufgabenteil b)

g
[

iy
=

2%
-]

3]
=

[iry
=

iy
=

ba
=
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GK Mathematik mit CAS - Analysis - 7. Eisenbahnviadukt - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:
1. Bezugskurse: ma-1, ma-2 und ma-4

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte:
Rekonstruktion, Extremalprobleme, Modellieren und Lésen von Sachproblemen mit komplexen
funktionalen Zusammenhangen.

3. Bemerkung:
Es handelt sich um keine traditionelle Prifungsaufgabe. Es wird einerseits Modellierung erwartet,
andererseits kénnen auch Priflinge, die diese Leistung nicht erbringen, aufgrund des Aufbaus der
Aufgabe diese auch bearbeiten.

Aufga- BE in AFB Erbrachte Leistung

. Erwartete Leistun
benteil d L ||| BE Begutachtung

a) | Verwenden der zwei Bedingungen
h(0) = 16 und h(12) = 0 zum Aufstel-
len eines nicht linearen Gleichungssys-
tems 4

Ldsen des Gleichungssystems und An-
2025
abevon h(X)=———+25
: () x* —225

Dimax = R\ {-15:15}

Dyiague = [_ 12 ;12] 1

b) |Feststellen, dass h(x) = 0 auf eine
guadratische Gleichung fithrt und so-
mit maximal zwei Lésungen existieren
koénnen. 3

4050x
(x?-225)2
12150 - (x? + 75)

(x? - 225)° 2

Angabe von h'(x) =—

und von h "' (x) =

Begrundung, dass es keine weiteren
Extrempunkte geben kann, weil die
notwendige Bedingung h’(x) = 0 nur
die Losung null besitzt. 2

Begrundung, dass es keine Wende-
punkte geben kann, weil die notwendi-
ge Bedingung h’’(x) = 0 fiir x = +15
aquivalent zu x2 + 75 = 0 ist und diese
Gleichung keine Losung besitzt. 4

Zwischensumme | 7 |13| 0
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Ubertrag | 7 [13| 0 Begutachtung

noch | Saubere Zeichnung durch Ubertrag des

b) | Graphenverlaufs vom Rechner in das
beigefiigte Koordinatensystem sowie
Einzeichnen der waagrechten Asym-
ptote und der beiden Polgeraden.

Bl )

4@

468 -38 -20 i@ i@ 28 3e 4E
. . . -8 - . .
. . . 28 . . 6

c) 12
Ansatzz.B. A= ] h(x)dx
12

und Angabe von
A=600-270-In3~303 2

d) | A, =24 (16+3)—(600—270-In3)
bzw. A, ~153 (m?)

V ~153-8=1224 (m?)

m~1224 -2 = 2448 (Tonnen) 3

e) |- Keine Losung fir k = 0 sowie flr
k > 25a

- eine Losung fur k = 25a
- zwei Losungen fir k > 25a

Summe | 15|16

mdogliche BE 35 erreichte BE:
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Grundkurs Mathematik ohne CAS - Stochastik - 35 BE, ca. 60 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre Vorgehensweise und kommen-
tieren Sie Thre Losungen. Die Qualitét der textlichen Begleitung wird mitbewertet.

8. Betriebsfeier

Fiir eine Betriebsfeier werden zwei Gliicksspiele in die engere Wahl gezogen. Jeder Mitarbei-
ter darf die ausgewihlte Variante einmal spielen.

Variante 1;

Aus einer Urne mit 20 weilen und 30 schwarzen Kugeln werden zwei Kugeln mit Zuriickle-
gen gezogen.

a)  Eine Person zieht zwei Kugeln ohne Zuriicklegen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit,
dass unter den gezogenen Kugeln mindestens eine weille Kugel ist?

b)  Fiir jede gezogene weille Kugel gibt es ein Geschenk im Wert von 10 €, fiir eine schwar-
ze Kugel nur ein Geschenk im Wert von 5 €. Mit welcher durchschnittlichen Ausgabe
pro Mitarbeiter muss die Firmenleitung rechnen?

c¢) Dadie Firma gute Geschéfte gemacht hat, beschliefit die Leitung, den Gewinn fiir das
Ziehen einer weillen Kugel so abzuéndern, dass durchschnittlich 40 € pro Mitarbeiter als
Spielgewinn ausgeschiittet werden. Berechnen Sie, welchen Wert muss das Geschenk
beim Ziehen einer weillen Kugel jetzt haben?

Variante 2;

Zuerst wird ein Wiirfel geworfen, bei dem 4 Seiten mit ,,1° und 2 Seiten mit ,,2* gekenn-
zeichnet sind. Erscheint die ,,1°, darf der Kandidat aus einer Urne mit 7 weiflen und 3 schwar-
zen Kugeln zweimal ohne Zuriicklegen ziehen. Erscheint beim Wiirfel hingegen die ,,2, muss
zweimal ohne Zurilicklegen aus einer Urne mit 3 weilen und 7 schwarzen Kugeln gezogen
werden. Man gewinnt, wenn zwei weille Kugeln gezogen werden.

d)  Weisen Sie nach: Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gliickspilz bei dieser Variante zwei
weille Kugeln zieht, ist gleich 1.

e) Die fiinf Mitglieder der Geschiftsleitung spielen. Beschreiben Sie den Losungsweg und
ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir die drei Ereignisse
A: Genau 2 Geschiftsfiihrer gewinnen
B: Mindestens ein Geschiftsfiihrer gewinnt
C: Bei 2 unmittelbar aufeinander folgenden Spielen treten stets unterschiedliche
Ergebnisse auf (Gewinn oder Verlust).

f)  Anschlieend spielen die iibrigen 100 Mitarbeiter der Firma auch mit. Berechnen Sie:
- Wie viele Gewinnfille sind insgesamt unter allen Mitarbeitern und der Geschifts-
fithrung zu erwarten?
- Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den 100 Mitarbeitern der Firma ohne
die Mitglieder der Geschiftsleitung mehr als 35 Gewinner sind?
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GK Mathematik ohne CAS - Stochastik - 8. Betriebsfeier - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen Vorgaben:
1. Bezugskurse: Q2 (Stochastik II)

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte: Baumdiagramme, Bernoulli-Kette, Erwar-
tungswert

3. Bemerkung: In allen Aufgabenteilen sollen Modellbildung und Anséitze begriindet und verwendete
Formeln und Tabellen erldutert werden.

3 ) BE in AFB Erbrachte Leistun
Aufga Erwartete Leistung g

benteil I | II |III|BE Begutachtung

a) | W: Weille Kugel wird gezogen;

S: Schwarze Kugel wird gezogen
Baumdiagramm oder direkte Rech-
nung: P(S|S)=0,4- 0,4 =0,16;
P(mindestens eine weille Kugel) =
=1-0,16=0,84 3

b) | W|W tritt ein mit der Wahrscheinlich-
keit 36 %: Auszahlung 20 €

WIS oder S|W tritt ein mit der Wahr-
scheinlichkeit 48 %: Auszahlung 15 €

S|S tritt ein mit der Wahrscheinlichkeit
16 %: Auszahlung 10 €

Durchschnittliche Auszahlung:
0,36-20 €+ 0,48-15€ + 0,16-10 €=16 € 4

¢) |Fiir eine weifle Kugel werden x Euro
ausgezahlt.

W|W tritt ein mit der Wahrscheinlich-
keit 36 %: Auszahlung 2x €

W|S oder S|W tritt ein mit der Wahr-
scheinlichkeit 48 %:
Auszahlung (x +5) €

SIS tritt ein mit der Wahrscheinlichkeit
16 %: Auszahlung 10 €

Durchschnittliche Auszahlung:
0,36 - 2x + 0,48 - (x+5) + 0,16 - 10 =40

x =30 6

Zwischensumme | 3 | 10| 0
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Ubertrag

10 0

Begutachtung

d)

1, 2: Anzeige des Wiirfels;

W: Weille Kugel wird gezogen;

S: Schwarze Kugel wird gezogen
G: Gewinn;

Baumdiagramm oder direkte Rech-
nung:

P(1[W|W) = 4.1.6_14

6 10 9 45°

Bernoulli — Formel angeben, Kenngro-
Benn=5und p= 1 benennen;

X: Anzahl der Gewinner
A:k=2:

(5 .(L)Z.(;)S _ 80
P(X - 2) 12 3 3 243
B:k>1:
PX>1)=1-P(X=0)=

1-(2) =2u
3 243

C: C= {GGGGG , GGGGG },

CERE IR

X: Anzahl der Gewinner unter den
Mitarbeitern und der Geschéftsfiih-
rung; Bernoulli — Kette mit n = 105;
E(X)=35

Y: Anzahl der Gewinner unter den
Mitarbeitern;

Bernoulli — Kette mit n = 100; p =

P(Y>35)=1-P(Y<35)=
=1-0,6803=0,3197

1
3

Summe

16

1910

mogliche BE

35

erreichte BE:
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Leistungskurs Mathematik ohne CAS - Stochastik - 40 BE, ca. 80 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre Vorgehensweise und kommen-
tieren Sie Thre Losungen. Die Qualitét der textlichen Begleitung wird mitbewertet.

9. Fertighauser

Eine Fertighausfirma stellt Einfamilienhduser her und verkauft mit besonderem Erfolg den
Haustyp ,,Belvedere® mit 115 m* Wohnfliche, der fiir Familien mit zwei bis drei Kindern sehr
geeignet ist. Deshalb wird ,,Belvedere® als Typ A mit zwei oder als Typ B mit drei Kinder-
zimmern angeboten.

Begriinden Sie bitte bei der Bearbeitung der folgenden Aufgaben stets Thre Modellbildung!

a) Bauherren, die sich fiir das Haus Belvedere entscheiden, wahlen zu 17,3 % den Typ B.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten, mit denen von den nédchsten 20 Kunden genau
acht das Haus Typ B und hochstens 19 das Haus Typ A bestellen.

b)

Zur Auswahl der Tapeten, Fliesen und sonstiger Ausstattungen werden 10 Bauherren fiir
einen Tag in ein Bemusterungszentrum eingeladen. Jeder Bauherr bendtigt durchschnitt-
lich 24 Minuten pro Stunde einen Berater.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei vier vorhandenen Beratern
mindestens ein Berater frei ist, wenn ein Bauherr eine Beratung wiinscht.

Ermitteln Sie die Anzahl der Berater, die sich im Bemusterungszentrum befinden
miissen, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % ein Berater zur Verfligung
steht, wenn eine Beratung gewiinscht wird.

Die Firma {iberlegt, ob eine alternativ wihlbare 6kologische Warmeddmmung aus Hanf
ins Programm aufgenommen werden sollte. Dies gilt als wirtschaftlich, wenn mindestens
20 % der Bauherren diese Warmeddmmung bestellen.

Bei einer Umfrage wihrend einer Ausstellung von Musterhdusern geben von 358 zu-
kiinftigen Bauherren 73 an, eine Warmeddmmung aus Hanf bestellen zu wollen. Die
Fertighausfirma wiinscht eine Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95,5 %. Berechnen
Sie aus dem Umfrageergebnis ein Konfidenzintervall fiir den unbekannten Anteil der-
jenigen Hauskiufer, die eine Warmedammung aus Hanf bestellen wiirden und treffen
Sie eine begriindete Entscheidung dartiber, ob die Firma die Warmedimmung anbie-
ten wird.

Untersuchen Sie, ob die Entscheidung anders ausfillt, wenn sich die Firma mit einem
Sicherheitsniveau von 68 % begniigt.

Erldutern Sie, welcher Zusammenhang zwischen der Breite eines Konfidenzintervalls
und dessen bestimmenden Grofen besteht. Begriinden Sie, welche Grofle den ent-
scheidenden Einfluss auf das Konfidenzintervall hat.
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Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen Vorgaben:

4. Bezugskurse: MA-2, MA-4 (Stochastik II)

5. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte: Bernoulli-Kette, Binomialverteilung,
Konfidenzintervalle

6. Bemerkung: In allen Aufgabenteilen sollen Modellbildung und Ansétze begriindet und verwendete
Formeln und Tabellen erldutert sein.

Aufga-
benteil

Erwartete Leistung

BE in AFB

Erbrachte Leistung

I

II

I

BE

Begutachtung

a)

Modellbildung: Bernoulli-Experiment,
Bernoulli-Kette; Angabe von

B(n; p;k)=(®- p*-(1-p)""

und Zuordnung der gegebenen Daten
zu den GroBen der Bernoulli-Formel

P(X =8)=B(20;0,173;8)~0,0103
(Tabellen enthalten nicht p =0,173.)

Verwenden des Gegenereignisses:
P(X <19)=1-B(20;0,827;20)
P(X <19)~0,9776

b)

Vorausgesetzt wird, dass kein Bauherr
eine ungewdhnlich lange oder kurze
Beratungszeit benotigt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bera-
ter bendtigt wird, betrdgt 0,4.

Hochstens vier Bauherren konnen
gleichzeitig beraten werden.

4
P(X <4)= 3 B(10;0,4;k) ~0,6331
k=0

Gesucht ist das minimale k mit
P(X <£k)>0,9 . k muss schrittweise

erhoht werden, bis 0,9 erreicht oder
iiberschritten ist.

6
P(X <6)= > B(10;0,4;k) ~ 0,9452
k=0

Es miissen 6 Berater zur Verfiigung
stehen.

Zwischensumme

12
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Ubertrag

12

Begutachtung

Die Wahrscheinlichkeit ist unbekannt
und soll abgeschétzt werden.

Begriindung und Erlauterung des An-

P

< 20
= .

satzes n

Der Ansatz

li_p<2,B%-ph—pj

358 ' 358

. 2 ﬁ<
fithrt auf 362p 150p+358_0,

Losen der quadratischen Ungleichung
ergibt das Konfidenzintervall:
16,47 % < p<2497 %.

p liegt also zwischen 16 % und 25 %.

Obwohl ca. 20 % der Befragten zuge-
stimmt haben, kann die notwendige
Bestellmenge nicht mit der geforderten
Sicherheit erwartet werden, da Werte
unter 20 % im Konfidenzintervall lie-
gen.

Da bei dem geforderten Sicherheitsni-
veau von 68 % 18,35% < p <22,60%

gilt, fallt die Entscheidung nicht anders
aus.

Die Breite eines Konfidenzintervalles
hingt von der Sicherheitswahrschein-
lichkeitund vom Stichprobenumfang
ab. Sie kann verringert werden, wenn
bei gegebenem Stichprobenumfang die
Sicherheitswahrscheinlichkeit herabge-
setzt oder wenn man bei gegebener
Sicherheitswahrscheinlichkeit der
Stichprobenumfang erhoht wird.

Die ermittelte relative Haufigkeit hat
den wesentlichen Einfluss. Sie muss
deutlich tiber der gewiinschten Wahr-
scheinlichkeit liegen.

Wenn nicht wesentlich mehr als 20 %
der Befragten bei der Umfrage zu-
stimmen, enthélt das Konfidenz-
intervall immer Werte unter 20 %.

Summe

12

22

mogliche BE

40

erreichte BE:




Fachbrief Mathematik Musteraufgaben fiir das Zentralabitur 18.08.2005, S. 37 von 37

Leistungskurs Mathematik mit CAS - Stochastik - 40 BE, ca. 80 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre Vorgehensweise und kommen-
tieren Sie Thre Losungen. Die Qualitédt der textlichen Begleitung wird mitbewertet. Notieren
Sie Thre Ansétze, Losungswege und Ergebnisse in der in der Mathematik iiblichen Form und
nicht in der CAS-Eingabeform.

10. Fertigh&user

Eine Fertighausfirma stellt Einfamilienhduser her und verkauft mit besonderem Erfolg den
Haustyp ,,Belvedere” mit 115 m? Wohnfliche, der fiir Familien mit zwei bis drei Kindern sehr
geeignet ist. Deshalb wird ,,Belvedere* als Typ A mit zwei oder als Typ B mit drei Kinder-
zimmern angeboten.

Begriinden Sie bitte bei der Bearbeitung der folgenden Aufgaben stets Thre Modellbildung!

a) Bauherren, die sich fiir das Haus ,,Belvedere* entscheiden, wihlen zu 17,3 % den Typ B.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten, mit denen von den néchsten 20 Kunden genau 8
das Haus Typ B und hochstens 13 das Haus Typ A bestellen.

b) Zur Auswahl der Tapeten, Fliesen und sonstiger Ausstattungen werden 10 Bauherren fiir
einen Tag in ein Bemusterungszentrum eingeladen. Jeder Bauherr bendtigt durchschnitt-
lich 25 Minuten pro Stunde einen Berater.

- Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei vier vorhandenen Beratern
mindestens ein Berater frei ist, wenn ein Bauherr eine Beratung wiinscht.

- Ermitteln Sie die Anzahl der Berater, die sich im Bemusterungszentrum befinden
miissen, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % ein Berater zur Verfiigung
steht, wenn eine Beratung gewiinscht wird.

c) Die Firma iiberlegt, ob eine alternativ wéhlbare 6kologische Warmeddmmung aus Hanf
ins Programm aufgenommen werden sollte. Dies gilt als wirtschaftlich, wenn mindestens
15 % der Bauherren diese Wiarmedammung bestellen.

- Bei einer Umfrage wéhrend einer Ausstellung von Musterhdusern geben von 358 zu-
kiinftigen Bauherren 54 an, eine Wiarmeddmmung aus Hanf bestellen zu wollen. Die
Fertighausfirma wiinscht eine Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95,5 %. Berechnen
Sie aus dem Umfrageergebnis ein Konfidenzintervall fiir den unbekannten Anteil der-
jenigen Hauskiufer, die eine Warmedammung aus Hanf bestellen wiirden und treffen
Sie eine begriindete Entscheidung, ob die Firma die Warmeddmmung anbieten wird.

- Erlautern Sie, welcher Zusammenhang zwischen der Breite eines Konfidenzintervalls,
der zugehdrigen Sicherheitswahrscheinlichkeit und dem Stichprobenumfang besteht.

- Untersuchen Sie, ob die Entscheidung anders ausfillt, wenn die Firma sich mit einem
Sicherheitsniveau von 68 % begniigt. Begriinden Sie, warum auch bei geringer Si-
cherheitswahrscheinlichkeit die Entscheidung der Firma nur lauten kann, den Ddmm-
stoff Hanf nicht ins Programm aufzunehmen. Ermitteln Sie, wie viele Bauherren min-
destens bei einer Befragung den Dammstoff bevorzugen miissten, damit dieser ange-
boten wiirde.
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Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen Vorgaben:

1. Bezugskurse: MA-2, MA-4 (Stochastik II)

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte: Bernoulli-Kette, Binomialverteilung,
Konfidenzintervalle

3. Bemerkung: In allen Aufgabenteilen sollen Modellbildung und Ansétze begriindet und verwendete
Formeln und Tabellen erldutert sein.

Aufga-
benteil

Erwartete Leistung

BE in AFB

Erbrachte Leistung

I

II

III

BE

Begutachtung

a)

Modellbildung: Bernoulli-Experiment,
Bernoulli-Kette; Angabe von

B(n; p;k)Z(E]- p*-(1-p)""

und Zuordnung der gegebenen Daten
zu den GroBen der Bernoulli-Formel

P(X =8)=B(20;0,173;8)~0,0103
(Tabellen enthalten nicht p =0,173.)

Verwenden des Gegenereignisses:
13

P(X <13)=Y B(20;0,827;k)
k=0

P(X <13)~0,0445

b)

Vorausgesetzt wird, dass kein Bauherr
eine ungewdhnlich lange oder kurze
Beratungszeit bendtigt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Berater benotigt wird, betragt % .

Hochstens vier Bauherren konnen
gleichzeitig beraten werden.

4
P(X <4)= 3 B(10:—:k) ~0,5908
k=0 12

Gesucht ist das minimale k mit

P(X £k)>0,9. k muss schrittweise
erhoht werden, bis 0,9 erreicht oder
iiberschritten ist.

6
P(X<6)= 3 B(lO;i;k) ~0,9318
k=0 12
Es miissen 6 Berater zur Verfligung
stehen.

Zwischensumme

12
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Ubertrag

12

Begutachtung

Die Wahrscheinlichkeit ist unbekannt
und soll abgeschétzt werden.

Begriindung und Erlauterung des

Ansatzes ‘% - p‘ < 270 .

Der Ansatz

.p-(1=
54_p£2.w/358 p-(1-p)

358 358

" 2 542
fithrt auf 362p 112p+358_0.

Losen der quadratischen Ungleichung
ergibt das Konfidenzintervall:

11,69 % < p<19,25 %
p liegt also zwischen 11 % und 20 %.

Obwohl ca. 15 % der Befragten zuge-
stimmt haben, kann die notwendige
Bestellmenge nicht mit der geforderten
Sicherheit erwartet werden, da Werte
unter 15 % im Konfidenzintervall lie-
gen.

Da bei dem geforderten Sicherheitsni-
veau von 68 % 13,29 %< p<17,07 %
gilt, fallt die Entscheidung nicht anders
aus.

Die Breite eines Konfidenzintervalles
hangt von der Sicherheitswahrschein-
lichkeitund vom Stichprobenumfang
ab. Sie kann verringert werden, wenn
bei gegebenem Stichprobenumfang die
Sicherheitswahrscheinlichkeit herab-
gesetzt oder wenn man bei gegebener
Sicherheitswahrscheinlichkeit der
Stichprobenumfang erhéht wird.

Wenn nicht wesentlich mehr als 15 %
der Befragten bei der Umfrage zu-
stimmen, enthilt das Konfidenz-
intervall immer Werte unter 15 %.
Ermitteln der minimalen Anzahl: bei
61 ,,Hanffreunden* unter 358 Befrag-
ten und einer Sicherheitswahrschein-
lichkeit von 68 % ergibt sich

1514% < p<19,12%.

Summe

12

22

mogliche BE

40

erreichte BE:
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Leistungskurs Mathematik ohne CAS - Analytische Geometrie - 40 BE, ca. 80 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre Vorgehensweise und kommen-
tieren Sie Thre Losungen. Die Qualitét der textlichen Begleitung wird mitbewertet.

11. Dachantenne

? (115/5)
M (3l1je), |
H. ... C y
/ e B (2/5/0)
G 1D 2l013)
A(2/0[0) z

(nicht maRstabsgerechtes) Schriigbild eines Hauses

Geben Sie fiir die vier Wandebenen Eyyme,> Enintens Elinks UNd Eechts und fiir die zwei
Ebenen E; und E, der Dachschridgen jeweils eine Gleichung in Normalenform an und
berechnen Sie das Mal3 des Winkels zwischen E; und E,.

Bestimmen Sie das Volumen des Hauses.

Berechnen Sie die Lange der Antenne von der Spitze M bis zur Dachschrége.

Untersuchen Sie, ob die Antennenspitze M vom Punkt P(3|1/0) sichtbar ist.
2

Die Sonne scheint in Richtung | 1|, Z <0. M’ ist der Schatten der Antennenspitze M.
z

Bestimmen Sie die Koordinaten von M’ in Abhéngigkeit von z,
fiihren Sie eine sinnvolle Fallunterscheidung durch.
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Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:

1. Bezugskurs: MA-3 Analytische Geometrie

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte:

Lagebeziehungen zwischen Gerade und Ebene, Ebenengleichungen, Anwendung des Skalar- und
Vektorprodukts, Winkel- und Abstandsberechnungen.

3. Bemerkung: Die Aufgabe fordert ein hohes MaR an Vorstellungsvermdgen. Geometrische Sach-
verhalte missen neu mit den Rechenverfahren und deren Ergebnissen verkniipft werden, umge-

kehrt mussen diese gewinnbringend interpretiert werden

Aufga- . BE in AFB Erbrachte Leistung
benteil Erwartete Leistung
en I |1 |un|Be Begutachtung
a) 0 0
E,|1|-X=0, E,:|1|-X=5,
0 0
1 1
E,]0[|-X=0,E, 0| X=2
0 0 )
Angabe von Richtungsvektoren flir E;
und E; und Bestimmung von
Normalenformen, z. B.
Ei:-2x+z=3,Exx2x+z=7. 6
_ 3
Cosp = |q1 f| , COSp=—, @ ~53°
[ 5 3
b) \% :VQuader +VPrisma
V =40VE 3
c) |Eine Trdgergerade der Antenne ist
15 0
g:%=| 1 |+k-l0|  kKeR.
6 1
Der Schnittpunkt von g mit E; ist
S(1,5|1/4), die Lange der Antenne
betragt | =2 LE.
Zwischensumme | 14 0
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Ubertrag

14

Begutachtung

d)

Richtungsvektor ‘W‘ und Gleichung

der Geraden durch P und M:

3 15
h:x={1|+r-| 0 |, reR.

0 -6
Bestimmung des Schnittpunktes mit
einer geeigneten Ebene, z. B. mit E, :
T(2|1|4) . Die Spitze M ist sichtbar,
da T (zr = 4) oberhalb der Dachkante
DC (zpc = 3) verlauft,

Gleichung fir die Gerade s des Son-
nenstrahls durch die Spitze M:

15 2
s:X=|1|+u-|1|,ueR.
6 z

Wegen der positiven x-Koordinate des
Richtungsvektors ist ein Schatten M'
aufler auf der x-y-Ebene nur auf der
rechten Dachschrage maéglich. Berech-
nung der Schnittpunkte in Abhangig-
keit von z ergibt fur s E,,

w=(3-21-%o]

sNE, ergibt

3 4

1-=
2 z

M= (3 1 2 6 22 .
2 44z 4+7

z
4+7

Fallunterscheidung unter Beachtung
der positiven x- und y-Koordinate des
Richtungsvektors von's: M' liegt auf
der Dachschrége, wenn gilt:

15<X,.<2und yy <5.

Ansonsten liegt M’ in der x-y-Ebene.
Somit liegt M" auf der Dachschrége
fur z <—12und in der x-y-Ebene fir
z>-12 (mit z<0).

Summe

14

21

mdgliche BE

40

erreichte BE:
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Leistungskurs Mathematik mit CAS - Analytische Geometrie - 40 BE, ca. 80 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre VVorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitat der textlichen Begleitung wird mitbewertet. Notieren
Sie Ihre Ansétze, Losungswege und Ergebnisse in der in der Mathematik tblichen Form und
nicht in der CAS-Eingabeform.

f)

12. Dachantenne

(115[5)
M (3116)
H. ... C y
F
‘ (O B (25/0)
Gl D(20]3)
A(2/0[0) z

(nicht mafRstabsgerechtes) Schriigbild eines Hauses

Geben Sie fur die vier Wandebenen E,qnes Enintens Elinks Und Erechts und flr die zwei
Ebenen E; und E, der Dachschrégen jeweils eine Gleichung an und berechnen Sie das
Mal des Winkels zwischen E; und E,.

Bestimmen Sie das VVolumen des Hauses.
Berechnen Sie die L&nge der Antenne von der Spitze M bis zur Dachschrage.

Untersuchen Sie, ob die Antennenspitze M vom Punkt P(3|1|0) sichtbar ist.
2

Die Sonne scheint in Richtung v=| 1|, z<0. M’ ist der Schatten der Antennenspitze M.
z

Bestimmen Sie die Koordinaten von M’ in Abhangigkeit von z, filhren Sie eine sinnvolle
Fallunterscheidung durch.

Untersuchen Sie, ob fir z ein Wert existiert, sodass sich der Schatten M’ auf der Regen-
rinne CD befindet.
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Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:
1. Bezugskurs: MA-3 Analytische Geometrie

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte:
Lagebeziehungen zwischen Gerade und Ebene, Ebenengleichungen, Anwendung des
Skalar- und Vektorprodukts, Winkel- und Abstandsberechnungen.

3. Bemerkung: Die Aufgabe fordert ein hohes Mal? an Vorstellungsvermdgen. Geometrische Sach-
verhalte missen neu mit den Rechenverfahren und deren Ergebnissen verkniipft werden, umge-
kehrt mussen diese gewinnbringend interpretiert werden

ﬁ::?ea:l Erwartete Leistung BIE iTIAF:I - Erbra;hte Leistung
egutachtung
a) 0 0
E,|1|-X=0, E,:|1|-X=5,
0 0
1 1
E,]0[|-X=0,E, 0| X=2
0 0 2

Angabe von Richtungsvektoren fiir E;
und E; und Bestimmung von
Normalenformen, z. B.

Ei:-2x+z=3,Exx2x+z=7. 6
. 3
cosp = |f f| , COSp ==, ¢ ~53°
AR0A > 3
b) V :VQuader +VPrisma
V =40VE 3
c) |Eine Trdgergerade der Antenne ist
15 0
g:x=| 1 |+k-|0 . k e R. Schnitt-
6 1

punkt von g mit E, ist S(1,5(1|4), die
Lange der Antenne | =2 LE.

Zwischensumme | 14| 5 | 0




Fachbrief Mathematik

Musteraufgaben fur das Zentralabitur

18.08.2005, S. 45 von 45

LK Mathematik mit CAS - Analytische Geometrie - 12. Dachantenne - Erwartungshorizont

Ubertrag

14

Begutachtung

d)

Richtungsvektor ‘W‘ und Gleichung

der Geraden durch P und M:

3 15
hix=|1|+r-| 0 | TER:

0 -6
Bestimmung des Schnittpunktes mit
einer geeigneten Ebene, z. B. mit E, :
T(2|1|4) . Die Spitze M ist sichtbar,
da T (zr = 4) oberhalb der Dachkante
DC (zpc = 3) verlauft.

Gleichung fir die Gerade s des Son-
nenstrahls durch die Spitze M:

15 2
s:X=|1 +u-l’UER'
6 z

Wegen positiver x-Koordinate des
Richtungsvektors ist ein Schatten M'
aufler auf der x-y-Ebene nur auf der
rechten Dachschrage maoglich. Berech-
nung der Schnittpunkte in Abhangig-
keit von z ergibt fur s E,,

M’ = (E_E 6 oJ.

sN E, ergibt

1-=
2 1z
M,:(s 4 2

z
4+z

5_4+z

. J
4+7

Fallunterscheidung unter Beachtung
der positiven x- und y-Koordinate des
Richtungsvektors von's: M' liegt auf
der Dachschrége, wenn gilt:

15<X,. <2 und yy <5.

Ansonsten liegt M’ in E,y. Somit liegt
M" auf der Dachschrage fiur z<-12
und in Eyy fur z>-12 (mit z <0).

f)

Nachweis oder Begriindung, dass M '

fir z = -12 ein Punkt der Strecke CD
ist.

Summe

14

21

mdgliche BE

40

erreichte BE:
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Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre VVorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitét der textlichen Begleitung wird mitbewertet.

13. Pyramide und Ebenen

In einem dreidimensionalen, kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte

-1 5
A(1]1]12), B(3|3|1) und C(0|4|5) sowie die Gerade g:X=| 2 |+A-| —3 |,4 € R, gegeben.
13 -17

a) Die Punkte A, B und C bilden ein Dreieck.
Weisen Sie nach, dass dieses Dreieck gleichschenklig ist.
Berechnen Sie die Grolie der Innenwinkel und den Flacheninhalt des Dreiecks.

b) Geben Sie eine Parametergleichung fur die Ebene E durch die Punkte A, B und C an und
bestimmen Sie eine Koordinatengleichung fir E.
(Zur Kontrolle Ihrer eigenen Rechnung: eine mégliche Lésung istE: x—y +z=1))

c) Der Punkt P(6]-2|8) ist die Spitze einer Pyramide mit der Grundflache ABC.
Bestimmen Sie das VVolumen der Pyramide.

d) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes von g und E.
Die Gerade h entsteht durch Spiegelung der Geraden g an der Ebene E.
Bestimmen Sie eine Gleichung fur h.

e) Fur jedest € Risteine Ebene E;: t-x + (t— 2)y + z = 1 gegeben.
Bestimmen Sie den Wert von t, fur den E; parallel zu g verlauft.

f) Zeigen Sie, dass alle Ebenen E; eine Gerade gemeinsam haben und bestimmen Sie eine
Gleichung dieser Geraden.
Geben Sie eine Gleichung der Ebene H an, die durch den Koordinatenursprung verlauft
und zu allen Ebenen E; orthogonal ist.
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LK Mathematik ohne CAS - Analytische Geometrie - 13. Pyramide u. Ebenen - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:

1. Bezugskurs: MA-3 Analytische Geometrie

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte:

Lagebeziehungen zwischen Gerade und Ebene, Ebenengleichungen, Anwendung des

Skalar- und Vektorprodukts, Winkel- und Abstandsberechnungen.
3. Bemerkung: Es handelt sich um eine traditionelle Priifungsaufgabe.

Aufga-
benteil

Erwartete Leistung

BE in AFB

Erbrachte Leistung

BE

Begutachtung

a)

Nachweis, dass das Dreieck ABC
gleichschenklig ist, Berechnung der
L&ngen der Dreiecksseiten:

AB =48, AC =+/26, BC =,/26

Berechnung der InnenwinkelgroRien:
AC-BC

Actfec|

v~32,2°,a=pB=739°

cosy =

Flacheninhalt A des Dreiecks ABC,
z. B. mithilfe des Mittelpunktes

D(2|2|1) der Strecke AB,
A=1.AB-CD, A=4-J3FE

b)

Parameterform flr die Ebene, z. B.
1 2 -1
E:;=1+,u-2+v- 3 | und
1 0 4

Bestimmung einer Koordinatenform,
z.B. Exx-y+z=1.

Berechnung des Abstandes von P zu E
z. B. mithilfe der Abstandsformel

d=|f, -(P—4)|, Bestimmung
eines Normaleneinheitsvektors, z. B.

. 1
n,=——-| —1| , Berechnung der

"B
1

Hohe h=d =5-+/3 der Pyramide
und des Volumens V = 20VE .

Zwischensumme

12
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Ubertrag

12

Begutachtung

d)

Bestimmung des Schnittpunktes
S(4|-1]-4) vongmitE

Spiegelung eines von S(4|-1|-4)

verschiedenen Punktes der Geraden g

an der Ebene E, z. B. Spiegelung von

Q(-1J2[13):

Angabe einer Gleichung der Lotgera-
-1 1

dendurchQ,z.B. |:5=| 2 |+w-| -1

13 1

und Bestimmung des Schnittpunktes
F(-4|5|10) von I mit E.

Bestimmung des Spiegelpunkte
Q'(=7|8]|7) und Angabe einer Glei-
chung fiir die Spiegelgerade, z. B.
4 -11
h:X=|-1|+«x-| 9
-4 11

Der Ansatz fg -Fy =0 mit einem

Normalenvektor von E; und einem
Richtungsvektor von g, z. B.

5 t
_3 |lt=2]|=0 liefert t=55.

=17 1

f)

Nachweis, dass die Schnittbedingung
fir zwei verschiedene Ebenen E; und

Et, unabhéngig von den Parametern
tpund ty ist: y=—-XAz=-2x+1,

Angabe einer Gleichung fir die allen
Ebenen E; gemeinsame Gerade Kk,

0 1
zB. k:X=|0|+4-1|,2€eR.
1 -2

Summe

16

18

mdgliche BE

40

erreichte BE:
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Leistungskurs Mathematik mit CAS - Analytische Geometrie - 40 BE, ca. 80 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre VVorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitat der textlichen Begleitung wird mitbewertet. Notieren
Sie Ihre Ansétze, Losungswege und Ergebnisse in der in der Mathematik tblichen Form und
nicht in der CAS-Eingabeform.

14. Pyramide und Ebenen

In einem dreidimensionalen, kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte

-1 5
A(1]1]1), B(3|3|1) und C(0]4|5) sowie die Gerade g:X=| 2 |+A:| —3 |,Ae€R, gegeben.
13 -17

a) Die Punkte A, B und C bilden ein Dreieck.
Weisen Sie nach, dass dieses Dreieck gleichschenklig ist.
Berechnen Sie die GroRe der Innenwinkel und den Flacheninhalt des Dreiecks.

b) Geben Sie eine Parametergleichung fur die Ebene E durch die Punkte A, B und C an und
bestimmen Sie eine Koordinatengleichung fir E.
(Zur Kontrolle Ihrer eigenen Rechnung: eine mogliche Losung istE: x—y +z=1.)

c) Der Punkt P(6]-2|8) ist die Spitze einer Pyramide mit der Grundflache ABC.
Bestimmen Sie das VVolumen der Pyramide.

d) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes von g und E und tberprifen Sie, ob
die Gerade g die Grundflache ABC der Pyramide schneidet.
Die Gerade h entsteht durch Spiegelung der Geraden g an der Ebene E.
Bestimmen Sie eine Gleichung fur h.

e) Furjedest € R isteine Ebene E: t-x + (t— 2)y + z = 1 gegeben.
- Bestimmen Sie den Wert von t, flr den E; parallel zu g verlauft.
- Zeigen Sie, dass alle Ebenen E; eine Gerade gemeinsam haben und bestimmen Sie eine
Gleichung dieser Geraden.
- Geben Sie eine Gleichung der Ebene H an, die durch den Koordinatenursprung und zu
allen Ebenen E; orthogonal verlauft.
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Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:

1. Bezugskurs: MA-3 Analytische Geometrie

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte:

Lagebeziehungen zwischen Gerade und Ebene, Ebenengleichungen, Anwendung des Skalar- und
Vektorprodukts, Winkel- und Abstandsberechnungen.

3. Bemerkung: Es handelt sich um eine traditionelle Prifungsaufgabe.

Aufga-
benteil

Erwartete Leistung

BE in AFB

Erbrachte Leistung

BE

Begutachtung

a)

Nachweis, dass das Dreieck ABC
gleichschenklig ist, Berechnung der

L&ngen der Dreiecksseiten:

AB=4+/8, AC =26, BC =,/26

Berechnung der Innenwinkelgroien:
AC-BC

AC -‘ﬁ‘ ’

y~32,2°,a=pB=~739°

cosy=

Flacheninhalt A des Dreiecks ABC,
z. B. mithilfe des Mittelpunktes

D(2|2|1) der Strecke AB,
A=1.AB-CD, A=4-43FE

b)

Parameterform fur die Ebene, z. B.
1 2 -1
E:;=1+u' 2 |+v-| 3 |und
1 0 4

Bestimmung einer

Gleichung in Koordinatenform, z. B.
E:x-y+z=1.

Berechnung des Abstandes von P zu E
z. B. mithilfe der Abstandsformel

d=|fi-(p-4)| , Bestimmung eines
Normaleneinheitsvektors, z. B.
1

fp=—=-| —1| , Berechnung der Héhe

h=d =5-/3 der Pyramide und des
Volumens V =20VE..

Zwischensumme

12
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Ubertrag

12

Begutachtung

d)

Bestimmung des Schnittpunktes
S(4|-1]-4) vongmitE

4 1 2 -1

-1|=1|+u-|2|+v:| 3

—4) 1 0 4
< u=0875Av =-125, also liegt
S(4|-1|-4) nicht in der Grundflache
der Pyramide.

Spiegelung eines von S(4|-1|-4)
verschiedenen Punktes der Geraden g
an der Ebene E, z. B. Spiegelung von

Q(-1/2/13):

Angabe einer Gleichung der Lotgera-
-1 1

dendurchQ,z.B. I'X=| 2 |+w-| -1
13 1

und Bestimmung des Schnittpunktes
F(-4|5]10) von I mitE.

Bestimmung des Spiegelpunktes
Q'(=7|8]|7) und Angabe einer Glei-
chung fiir die Spiegelgerade, z. B.

4 -11

-4 11

Ansatz fig -fy =0 mit einem Norma-

lenvektor von E; und einem Rich-

tungsvektor von g, z. B.
5 t

—3 || t=2 |=0 und Berechnung
-17 1
von t=55.

Zwischensumme

15

19
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Ubertrag

15

19

Begutachtung

noch

e)

Nachweis, dass die Schnittbedingung
fir zwei verschiedene Ebenen E; und

Et, unabhéangig von den Parametern

tpund ty ist: y=—XxAz=-2x+1,
Angabe einer Gleichung fir die allen
Ebenen E; gemeinsame Gerade Kk,

0 1
zB. k:X=|0[+4-]-1],4 €R.
1 -2

I
|
[BEN
x|
|
o
Il
o

Summe

15

19

mdogliche BE

40

erreichte BE:
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Leistungskurs Mathematik ohne CAS - Analysis - 40 BE, ca. 80 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre Vorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitét der textlichen Begleitung wird mitbewertet.

15. Tunnelquerschnitt

Fur einen Verbindungsgang mit quadratischem Querschnitt soll aus statischen Griinden zu-
néchst ein parabelférmiger Tunnel gebaut werden. Der Gang soll von innen bis an den Tunnel
heranreichen und eine Querschnittsflache von 16 m? haben. In den Abbildungen sehen Sie die
quadratische Querschnittsflache des Ganges. Die beiden oberen, auf den Parabeln liegenden
Eckpunkte sind P(xp|ye) und Q(Xolyo)-

//;:_::\\ 5
I ) 2

[iry




Fachbrief Mathematik Musteraufgaben fur das Zentralabitur 18.08.2005, S. 54 von 54

Leistungskurs Mathematik ohne CAS - Analysis - 40 BE, ca. 80 Min.

b)

d)

15. Tunnelquerschnitt

Geben Sie die Koordinaten der Punkte P und Q an. Bestimmen Sie fiir den Funktionsterm
einer quadratischen Funktionenschar der Form f(x) = — ax? +bx + ¢ die Parameter b und
¢, so weit dies mit Hilfe von P und Q mdglich ist. Begriinden Sie, warum a>0 gelten
muss. (Zur Kontrolle lhrer Rechnung: f,(x) = —ax® +4a+4)

Bestimmen Sie den Inhalt der Querschnittsflache Ap (a) des parabelformigen Tunnels in
Abhangigkeit von a.

(Zur Kontrolle Ihrer Rechnung: A (a) :%-(aﬂ)- 4+ﬂ )
a

Der nicht nutzbare Anteil des parabelférmigen Querschnitts des Tunnels ist in Abb. 2 her-
vorgehoben. Er soll minimal sein. Zeigen Sie, dass sich seine Flachenmal3zahl in Abhan-

gigkeit von a durch g(a) =%-(J4+% +v4a? +4aJ—16 darstellen l&sst und geben Sie

den flr diese Darstellung geltenden Definitionsbereich von g an.

Losen Sie das Extremalproblem unter Beriicksichtigung des Definitionsbereiches von g.

Begrunden Sie, dass Ihr flir a angegebener Wert eine relative und zugleich eine absolute
Minimalstelle von sein muss.

16 8a’+4a-4 gilt)
3 2a-v4a®+4a

Geben Sie fir den Fall, dass die Bedingung a > 0 entfallt, den maximal mdglichen Defini-
tionsbereich der unter ¢) genannten Funktion g an und begriinden Sie kurz, warum nun-
mehr g(-1) das absolute Minimum ist.

(Ohne Nachweis dirfen Sie verwenden, dass g '(a) =
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LK Mathematik ohne CAS - Analysis - 15. Tunnelguerschnitt - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:
1. Bezugskurse: MA-1/2 und MA-4

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte: Rekonstruktion, Extremalprobleme, Modellie-
ren und Lésen von Sachproblemen mit komplexen funktionalen Zusammenhéangen.

3. Bemerkung: Es handelt sich um keine traditionelle Priifungsaufgabe. Es wird einerseits Modellie-
rung erwartet, andererseits kénnen auch Priiflinge, die diese Leistung nicht erbringen, aufgrund
der angegebenen Zwischenergebnisse die Aufgabe zum groRten Teil bearbeiten. Bei dieser Auf-
gabe ist der Rechenaufwand bewusst zu Gunsten groRerer Argumentationsanteile reduziert wor-
den.

Aufga- BE in AFB Erbrachte Leistung

. Erwartete Leistun
benteil g I |1l |Hl|BE Begutachtung

a) | Angabe von P(2]|4) und Q(-2|4).
Aufstellen der Bedingungsgleichungen
f(2) = 4 und f(-2) = 4 sowie
4=-4a+2b+cnrnd=-4a-2b+c 4

Bestimmen der Losungsmenge in Ab-
héngigkeit von a:

b=0; c=4a+4; acR"; Angabe
von f(x)= —a-x?+4a+4 sowie

Begrundung fir a>0 mit der sachlich
bedingten Offnung der Parabel nach
unten. 4

b) | Bestimmen der Nullstellen von f als
Integrationsgrenzen in Abhéangigkeit
von a, z. B. in der Form:

X = ‘/4+ivx=—‘/4+i
a a 3

Ansatz fur die Flachenberechnung (un-
ter Ausnutzung der Symmetrie):
4

4+—
a

Ap(a)=2- _[(—axz + 4a + 4)dx
0
und bestimmen des Integrals zu

16 4
Ap(@)=—=-(a+1)- [4+2
p(a) 3 (a+1) "

Zwischensumme |11 6 | O
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LK Mathematik ohne CAS - Analysis - 15. Tunnelguerschnitt - Erwartungshorizont

Ubertrag |11| 6 | 0 Begutachtung

16 4
Ansatz 9(2) :3-(a+1)- 4+E_16'
Nachweis (flir a > 0), dass gilt:

g(a)=%{ 4+i +\/4a2+4aj—16
a

mit Definitionsbereich Dy =]0;+[. 6

d) | Verwenden der notwendigen Bedin-
gung g’(a) = O fur relative Extremstel-
len und Angabe der Lésungsmenge

L ={-1;0,5} fir die Gleichung

8a’+4a-4=0.

Angabe von 0,5 als Losung mit Be-
grindung 0,5€ Dy . 5

0,5 ist relative und absolute Minimal-
stelle, weil P(0,5| g(0,5) ) der einzige
Punkt mit waagerechter Tangente ist
und weil zusétzlich gilt:

g(a) = +oo fir a— 0" und

g(a) > +oo fur a — 4+ und

g ist Uberall definiert im Intervall
D, =]0;+00[ und dort stetig.

e) |Angabe von Dg=R\]-1;0]

Begrundung z. B.:

g(-1)=-16 ist kleiner als g(a) fur a > 0,
weil fur a > 0 g(a) MaRzahl einer Fla-
che und somit positiv ist;

0(-1) = -16 ist fur a < -1 kleiner als
g(a), weil die Radikanden der Wurzeln
im Funktionsterm nur fiir a = -1 null
werden, die Wurzeln ansonsten positi-
ve Summanden zu -16 ergeben. 4

Summe |16 (20| 4

mdgliche BE 40 erreichte BE:
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Leistungskurs Mathematik mit CAS - Analysis - 40 BE, ca. 80 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre VVorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitat der textlichen Begleitung wird mitbewertet. Notieren
Sie Ihre Ansétze, Losungswege und Ergebnisse in der in der Mathematik tblichen Form und
nicht in der CAS-Eingabeform.

16. Tunnelquerschnitt

Fur einen Verbindungsgang mit quadratischem Querschnitt soll aus statischen Griinden zu-
néchst ein parabelférmiger Tunnel gebaut werden. Der Gang soll von innen bis an den Tunnel
heranreichen und eine Querschnittsflache von 16 m? haben. In den Abbildungen sehen Sie die
quadratische Querschnittsflache des Ganges. Die beiden oberen, auf den Parabeln liegenden
Eckpunkte sind P(xp|ye) und Q(Xolyo)-

- -]

-

/AN

%]

iny
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Leistungskurs Mathematik mit CAS - 40 BE, ca. 80 Min.

16. Tunnelquerschnitt

a) Geben Sie die Koordinaten der Punkte P und Q an. Bestimmen Sie fiir den Funktionsterm

einer quadratischen Funktionenschar der Form f(x) = — ax? +bx +¢ die Parameter b und
¢, so weit dies mit Hilfe von P und Q mdglich ist. Begriinden Sie, warum a>0 gelten
muss. (Zur Kontrolle Ihrer Rechnung: f,(x) = —ax’* +4a+4)

b) Bestimmen Sie den Inhalt der Querschnittsflache Ap (a) des parabelformigen Tunnels in
Abhangigkeit von a.

(Zur Kontrolle Ihrer Rechnung: Ap (a):%-(aﬂ)- 4+ﬂ )
a

c) Der nicht nutzbare Anteil des parabelférmigen Querschnitts des Tunnels ist in Abb. 2 her-
vorgehoben. Er soll minimal sein. Zeigen Sie, dass sich seine Flachenmalizahl in Abhan-

3 a

den flr diese Darstellung geltenden Definitionsbereich von g an.

gigkeit von a durch g(a) = 16 [\/4+ﬂ +a~\/4+iJ—16 darstellen l&sst und geben Sie
a

d) Losen Sie das Extremalproblem unter Beriicksichtigung des Definitionsbereiches von g.
Begriinden Sie, dass Ihr fiir a angegebener Wert eine relative und zugleich eine absolute
Minimalstelle von sein muss.

Berechnen Sie den prozentualen Anteil, den die nicht nutzbare Flache von der gesamten
Querschnittsflache des Tunnels einnimmit.

e) Geben Sie flr den Fall, dass die Bedingung a > 0 entfallt, den maximal mdglichen Defini-
tionsbereich der unter c) genannten Funktion g an. Vergleichen Sie unter dieser Bedin-

* 16 4
gung die Funktion g mitg (a) = E-(1/4+5 ++4a% + 4aJ—16 und erlautern Sie die

an den Graphen von g und von g* erkennbaren Unterschiede und Ubereinstimmungen.
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Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:
1. Bezugskurse: MA-1/2 und MA-4

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte: Rekonstruktion, Extremalprobleme, Modellie-
ren und Lésen von Sachproblemen mit komplexen funktionalen Zusammenhangen.

3. Bemerkung: Es handelt sich um keine traditionelle Priifungsaufgabe. Es wird einerseits Modellie-
rung erwartet, andererseits kénnen auch Priflinge, die diese Leistung nicht erbringen, aufgrund
der angegebenen Zwischenergebnisse die Aufgabe zum grélten Teil bearbeiten. Die Aufgabe liegt
vom Umfang, vom Schwierigkeits- und vom Komplexitatsgrad her an der Obergrenze.

Aufga-
benteil

Erwartete Leistung

BE in AFB

Erbrachte Leistung

BE

Begutachtung

a)

Angabe von P(2|4) und Q(-2|4), Auf-
stellen der Bedingungsgleichungen
f(2) = 4 und f(-2) = 4 sowie
4=-4a+2b+crd=—-4a-2b+c

Bestimmen der Lésungsmenge in Ab-
héngigkeitvona: b =0; c=4a + 4;
aeR":

Angabe von f(x)=-a- x> +4a+4
sowie Begriindung fur a > 0 mit der

sachlich bedingten Offnung der Para-
bel nach unten.

b)

Bestimmen der Nullstellen von f als
Integrationsgrenzen in Abhangigkeit
von a, z. B. in der Form

2da+1 _2\/a+1

X=- Vv X

Ja Va

Ansatz fur die Flachenberechnung:
2/atl
Ja
A.(a) = j (- +4a+4)dx
2Jatl
Ja
und Bestimmen des Integrals zu
32(a+1)%?

3/a

Ap (a) =

Zwischensumme
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Ubertrag

Begutachtung

32(a+1)¥?

3/a

Ansatz z. B. g(a) = -16

und Nachweis, dass gilt:

g(a) =E-{‘/4+£+a-‘/4+iJ—l6
3 a a

Definitionsbereich Dy =]0;+o0

d)

Bestimmen der ersten Ableitungs-
funktion, z. B.

16(2a-1)- a+l
d a
d—g(a) =
a

3a

Verwenden der notwendigen Bedin-
gung g'(a) =0 fur relative Extre-

malstellen; Losen der Gleichung

16(2a-1)- |2+
a

=0:L=4+1:;0,5
= { }

Angabe von 0,5 als Lésung mit Be-
griindung 0,5€ Dy .

0,5 ist relative und absolute Minimal-
stelle, weil P(O,5| 9(0,5) ) der einzige
Punkt mit waagerechter Tangente ist
und weil zusétzlich gilt:

g(a) - +oo fir a— 0" und

g(a) > +oo fiur a— 4+ und g ist
uberall definiert im Intervall

Dy =]0;+00[ und dort stetig.

Berechnung des Verlustanteiles von
etwa 42%.

Angabe von Dg =R\ ]-1;0]

Fallunterscheidung: fur a > 0 stimmen
die Graphen uberein, fir a < -1bzw.
fiir a < -1 nicht. Begrtindung fir a > 0,

dass g (a)=g(a) gilt.

Zwischensumme

17

19
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LK Mathematik mit CAS - 16. Tunnelquerschnitt - Erwartungshorizont

Ubertrag |17 19| 0

Begutachtung

Erlauterungen fur a < -1, dass g*
streng monoton fallend , g steigend;
g(-1) (Rand-)Maximum / waagerechte
Tangente (linksseitig), g*(-1) absolutes
Minimum / senkrechte Tangente;

Begrlindung der Abweichungen fiir
a < -1 dadurch, dass von g nach g*
ein Vorzeichenwechsel von "-" nach
"+" beim zweiten Summanden erfolgt.

(Bei der Zuordnung der Anforderungs-
bereiche wird bertcksichtigt, dass die
charakteristischen Eigenschaften der
Graphen durch den Einsatz des CAS
offensichtlich sind und die eigentliche
Leistung in der Interpretation des
Graphenverlaufs besteht.) 4

Summe |17 (19| 4

maogliche BE 40 erreichte BE:




Fachbrief Mathematik Musteraufgaben fur das Zentralabitur 18.08.2005, S. 62 von 69

Leistungskurs Mathematik ohne CAS - Analysis - 40 BE, ca. 80 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre Vorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitét der textlichen Begleitung wird mitbewertet.

17. Exponentialfunktionenschar

XZ

Gegeben ist die Funktionenschar f, mit f, (X) =k-x- e ¥, k=0,

Die Zeichnung zeigt den Graphen einer Funktion dieser Schar.

19

A

iy

jiey

ba

4%}

a) Untersuchen Sie die Funktionen f, auf Symmetrie, Nullstellen, Art und Lage relativer
Extrempunkte sowie auf Wendepunkte in Abh&ngigkeit von k.

2
(Zur Kontrolle Ihrer eigenen Rechnung: f,"(x) = (%x3 -6x)-e ¢ )
b) Zeichnen Sie in die vorgegebene Zeichnung den Graphen der Funktion f_; fur k =-1.

c) Ermitteln Sie k fiir den vorgegebenen Graphen.

d) Berechnen Sie den Fl&cheninhalt, der von dem Graphen der Funktion f; und der x-Achse
begrenzt wird.

e) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ortskurve der Hochpunkte der Funktionenschar f, .
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LK Mathematik ohne CAS - 17. Exponentialfunktionenschar - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:
1. Bezugskurse: MA-1/2 und MA-4

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte: Untersuchung einer Funktionenschar, Integra-
tion mit Substitution, Fl&chenberechnung mit uneigentlichem Integral, Ortskurve der Hochpunkte
einer Funktionenschar

3. Bemerkung: Es handelt sich um eine traditionelle Priifungsaufgabe.

Aufga- ) BE in AFB Erbrachte Leistung
benteil Erwartete Leistung
entel I | 1| 1l|BE Begutachtung
a) | Nachweis der Punktsymmetrie:
fi(=x) =-fc (x) 2

Bedingung f (x) = 0 fur Nullstellen

und Bestimmung der einzigen Nullstel-
leOfurallek (k=0). 2

Nennen einer hinreichende Bedingung
fiir relative Extremalstellen, z. B.
fi.'(X) =0 mit Vorzeichenwechsel

2
=X
Ableitung: fk'(X):(k—sz).e k.
Verwenden der notwendigen Bedin-
gung f,'(x) =0 ergibt

X:\/va:—\/E nur fir k > 0.

2 2 5
. k

VZW + — — bei X= E
. k

VZW - — + bei X=— E;
k

Angabe von H \/;

1
_k.\/E.e 2 1
2

k-

LS
2

Nennen einer hinreichenden Bedin-
gung fiir Wendestellen, z. B.
fi,""(x) =0 mit VZW; 2.Ableitung:
4 3 =2
fk (X) = (?X —6X)'e k .

Zwischensumme |12 5| 0
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LK Mathematik ohne CAS - 17. Exponentialfunktionenschar - Erwartungshorizont

Ubertrag |12| 5 | 0 Begutachtung

noch | Verwenden der notwendigen Bedin-
a) |gung f,""(x)=0 ergibt

/3k /3k
X=0vX=,—VvX=—/|—.
2 2 3

W,;(0|0) firalle k=0;fur k>0

VZW bei + ,/% : Angabe von

3
3k 3k -
W, 5| £ —J_rk-‘/—-e 2,
2/3 5 5
4
b) T
] x
4 —Nz -1 1 b 4
3 3
c) | Erkennbar sind die relativen Extremal-
stellen +1-(k—-2)-e** =0 k=2 )
d) | Ansatz unter Nutzung der Symmetrie
A=2- [ fs(x)dx und Ermitteln einer
0
Stammfunktion, z. B durch die Substi-
x? 9
tution z=—-—: F,(x)=—=-e*
3 s() 2 5
b
A=2-lim [ f3(x)dx
b—>ooo
: —x2/3 b
A=2-I|m[—9/2-e } , A=9FE
b—0 0 3

€) | Ortskurve: x =+/k/2 < k = 2x? fir
1
x>0, y=2x>-yx*-e 2
1

y=2-e 2-x° fiir x>0. 3

Summe |15|25| 0

mdogliche BE 40 erreichte BE:




Fachbrief Mathematik Musteraufgaben fur das Zentralabitur 18.08.2005, S. 65 von 69

Leistungskurs Mathematik mit CAS - Analysis - 40 BE, ca. 80 Min.

Bearbeiten Sie die Aufgabenteile. Beschreiben Sie dabei Ihre Vorgehensweise und kommen-
tieren Sie lhre Losungen. Die Qualitat der textlichen Begleitung wird mitbewertet. Notieren
Sie Ihre Ansétze, Losungswege und Ergebnisse in der in der Mathematik tblichen Form und
nicht in der CAS-Eingabeform.

18. Exponentialfunktionenschar

XZ

Gegeben ist die Funktionenschar f, mit f, (X) =k-x- e ¥, k=0,

Die Zeichnung zeigt den Graphen einer Funktion fy dieser Schar.

.
=¥

L

Ba

iy

[iey

3%

o

Zeichnen Sie in die vorgegebene Zeichnung den Graphen der Funktion f_; fir k =-1.

Untersuchen Sie die Funktionen f, auf Symmetrie, Nullstellen, Art und Lage relativer
Extrempunkte sowie auf Wendepunkte in Abhéngigkeit von k.

Ermitteln Sie den Wert des Parameters k fur den vorgegebenen Graphen.

Ermitteln Sie durch Handrechnung eine Stammfunktion von f, und berechnen Sie den
Flacheninhalt, der von dem Graphen der Funktion f; und der x-Achse begrenzt wird.

Ein Punkt eines im 1. Quadranten gelegenen rechtwinkligen Dreiecks ist der Ursprung.
Ein zweiter Punkt P liegt auf dem Graphen von f, und der dritte Punkt, an dem sich der

rechte Winkel befindet, liegt auf der x-Achse.

Bestimmen Sie die Koordinaten von P so, dass P der Flacheninhalt des Dreiecks maximal
wird und berechnen Sie diesen maximalen Flacheninhalt.

Fertigen Sie zuerst eine Skizze an.
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LK Mathematik mit CAS - 18. Exponentialfunktionenschar - Erwartungshorizont

Didaktischer Zusammenhang der Aufgabe zu den curricularen VVorgaben:
1. Bezugskurse: MA-1/2 und MA-4

2. Inhaltliche und kompetenzbezogene Schwerpunkte: Untersuchung einer Funktionenschar, Integra-
tion mit Substitution, FI&chenberechnung mit uneigentlichem Integral, Ortskurve der Hochpunkte
einer Funktionenschar

3. Bemerkung: Es handelt sich um eine traditionelle Priifungsaufgabe.

Aufga- . BE in AFB Erbrachte Leistung
g
benteil Erwartete Leistung
I {1 |Il|BE Begutachtung
a) Ubertragen des Graphen von f ;.

¥

2

\

\\_ x|
4 —3‘\2 -1 1 2
s 2
b) | Nachweis der Punktsymmetrie:
fie (%) =—f (x) 2

Bedingung f, (x) = 0 fur Nullstellen

und Bestimmung der einzigen Nullstel-
leOfirallek (k=0). 2

Nennen einer hinreichende Bedingung
fur relative Extremalstellen, z. B.
fi'(x) =0 mit Vorzeichenwechsel.

2
fil (0 = (k-2x")-e ™ ;
Verwenden der notwendigen Bedin-
gung f, '(x) =0 ergibt

X:\/?VX:_\/? nur fur k >0.
2 2 4

VZW+—>—beiX:\/K,

2

VZW — >+ beixz_\/'T;
2

k - ﬁ.e_;] Und
=
— k- ?.e 2]-
4

Angabe von H[ k

e

2

Zwischensumme |10 4 | O
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LK Mathematik mit CAS - 18. Exponentialfunktionenschar - Erwartungshorizont

Ubertrag |10| 4 | O Begutachtung

noch | Nennen einer hinreichenden Bedin-
b) | gung fir Wendestellen, z. B.
fi,"(x) =0 mit VZW; 2.Ableitung:

f, " (X) = (£x® —6x)-e - . 5

Verwenden der notwendigen Bedin-
gung f,""(x) =0 ergibt

|3k |3k
X=0vX=,—vVvX=—]—"*
2 2

W,;(0|0) firalle k=0;fur k>0
VZW bei + /% : Angabe von
2

3
W2,3[i,l%ik-,/%-e 2]'

c) | Erkennbar sind die relativen Extremal-
stellen +1. (k—-2)-e ¥ =0 k=2 2

d) | Ermitteln einer Stammfunktion, z. B.
durch die Substitution z =—x?/k :

2 X

k -
Fa(X)=——-e X
3(0 ="

Ansatz unter Nutzung der Symmetrie,
0 b
A=2-[f3(x)dx, A=2-lim|f3(x)dx,
0 b
b

A=2. Iim[—9/2'e‘xz/3} , A=9FE
b—o0 0 3

e) |Skizze, Ansatz fir die Dreiecksflache:

XZ

Ak(X)Z%X' fk(X),Ak(x)zg.xz.eT

XZ

Ac(x) = (kx —x3)-e K,
notwendige Bedingung:
A'(X)=0<x=0vx=+Jk , k>0 2

Xx=0und x = x=—k begriindet aus-
schlieflen; Begriindung dafur, dass
X= \/I Maximalstelle ist, Ermittlung

3 2
von P[\/EkZ .e—lJ und Agax :l;_e

Summe |17 (23| 0

mdgliche BE 40 erreichte BE:
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Anhang: Derive-Skripte fur die Zeichnungen auf den Aufgabenbdgen
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